Komplexe Zahlen — Blatt 3 (Anspruchsvolle Aufgaben)

Tusuf Gemaledin, Ismail Gemaledin

Anspruchsvolle geléste Aufgaben

Aufgabe 1: Komplexe Zahlen mit mehreren Operationen

Berechnen Sie in der Form a + bi:

(1 +Z)5 N |3 _ 4Z|2 B i2023
(T—4)p 2447  (1+4)?

z =

Losung:

L (1+0)2=2also (1+:)° =1+ (1+4)=(2)*-1+i)=(—4)(1+1)=—4—4

2. (1—1)?=—2i,also0 (1 -1 =(1—4)?-(1—1i)=(=2))(1—14) = -2 +2i* = —-2i —2 =
—2—2i

3. Erster Bruch: :;1:;17; = :ggig =2

4. 13 —4i? =3+ (-4)?=9+16 =25

5.2+1=2—1,also 2% = 22 2 — 254(_2£i) = B0 — 52 4+4) = 10 + 5

6. 2'2023 — 2'2020 . ,L'3 — (,L'4)505 . (—’L) — 1505 . (—Z) = —1

7. (141i)? =2i, also 5+ = —1

8. 2 =2+ (1045i) — (-3) =2+10+5i+1 =2 15

Aufgabe 2: Gleichungssystem in C

Losen Sie das System:

v — 2 4 3
{z+zw o z,w e C.

w+w=1—1

Losung: Wir 16sen durch Substitution oder Elimination.
Aus erster Gleichung: z = 2 4 31 — iw
In zweite einsetzen: i(2 +3i —iw) +w=1—1
20437 —Pwt+w=1—1
2 —3+w+w=1-1(da —*w=w)



2 —342w=1-7i
2w=1—i—2+3=4-3i

w=2-3;

Einsetzen: 2 =2+3i —i(2—3i) =24 3i—2i+ 32 =2+i—3 =14/

Aufgabe 3: Komplexe Wurzeln mit Parameter

Bestimmen Sie alle z € C mit 23 = }—J_FZ in Polarform.
i Li Li (402 2
1=~ 1= 1 11 2

Losung: Zuerst vereinfachen:
Also 23 =
Polarform von 4: ¢ = cos § + i sin
Die dritten Wurzeln:

Z 4+ 27k 427k
2, = COS (%) +isin(%), k=0,1,2

us

2

T T \/5 1

ZOZCOSE—Hsmg:?—i—éz
5) 5! 3 1
zlzcosg+@'sin%:—\/7—+§i
cos?m—i—'s' ST ]
2y = — 4+ 18in — = —1
? 2 2

Aufgabe 4: Betragsungleichung

Bestimmen Sie alle z € C mit |z — 1| < |z + 4| und Re(z) > 0.
Losung: Sei z = x + 1y. Die Ungleichung:

Ve =12 +y? < a2+ (y +1)?

Quadrieren (beide Seiten nichtnegativ):

(x—1)2+y* <a® + (y + 1)

=2+ 14+ <2+ +2y+1
20 <2y=>y>—x
Mit Re(z) = = > 0: Die Menge ist der Halbraum oberhalb der Geraden y = —x fiir x > 0.

Aufgabe 5: Komplexe Folge

T _ (14"
Betrachten Sie die Folge a,, = (W) .

(a) Berechnen Sie aq, ay, as, ay.

(b) Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der Folge (a,)nen-



(c) Konvergiert die Folge?

Losung: (a) Polarform: 1—\;; = cos § +isin
Nach de Moivre: a, = cos “F +isin “F

4
a1:§+‘/7§i

us

4

A9 = 7
as = —\/75 + \/751
ay = —1
(b) Die Potenzen durchlaufen die 8-ten Einheitswurzeln periodisch: a, s = a,,.
Die Haufungspunkte sind alle Werte aq, as, . . ., as.

(c) Die Folge konvergiert nicht, da sie unendlich viele verschiedene Werte annimmt (8-
periodisch).

Aufgabe 6: Geometrische Interpretation

Zeigen Sie: Fiir alle z,w € C mit z # w gilt:

zZtw

‘:1 N Re(3>:0.

Z—Ww w

Losung: Sei z = a + bi, w = ¢ + di. Dann:

ctwl?  Jrtw?  (a+c)?+ (b+d)?
zZ— W

Clz—w]2 (a—c)2+(b—d)?

Dies gleich 1 genau dann, wenn:
(a+c)?+(b+d)?=(a—c)+(b—d)
a® 4 2ac + ¢ + b + 2bd + d* = a* — 2ac + & + b* — 2bd + d?

dac+4bd =0 = ac+bd =0

Andererseits: Re (£) = Re (ZISZ ) Z;:[Z‘Ql Dies ist 0 genau dann, wenn ac + bd = 0.

Aufgabe 7: Potenzreihenartiger Ausdruck

Berechnen Sie:
7

S:Zik:1+i+i2+i3+---+i7.
k=0

Losung: Die Summe ist eine endliche geometrische Reihe:

C1-# 11

S = = 0
1—1 1—1

Alternativ: 8 = 1, und die ersten 8 Potenzen von i sind: 1,7, —1, —i, 1,4, —1, —i, deren Summe
0 ist.



Aufgabe 8: Komplexe Gleichung mit Betrag

Losen Sie in C:
|22 +2Im(z) =3 und Re(z) = 1.

Losung: Sei z =1+ iy (da Re(z) = 1). Dann:
2P =1+y% Im(z) =y
Einsetzen: 1+ y? + 2y = 3
v +2y—2=0
y = —2j:2\/4+8 _ —zizm — —2:|:22\/§ — —1+3
Losungen: z; = 1+ (=14 v/3)i, 2o = 1 + (=1 — /3)i

Aufgabe 9: Transformation der komplexen Ebene

Gegeben f: C — C, f(z) = i—jr; Bestimmen Sie:
(a) Das Bild der reellen Achse unter f.
(b) Das Bild der imagindren Achse unter f.
Losung: (a) Fir z =z € R:

L rx—i (x—i)®  a?—1—2ux

r) = = —
/(@) x4+i  x?+1 x2 41
Realteil: iz—;, I;naginéirteﬂ: — 2
A 22 \2 _ (@®-1)+4a® _ 219224 1440% _ zi420241 _
Es gilt: (577) + (—35) = T T @) T ez

Das Bild ist der Einheitskreis.
(b) Fiir z = iy mit y € R:

iy+i ily+1)  y+1

, w—t  i(y—1 y—1
fliy) = SRUAY €R
Das Bild ist die reelle Achse (ohne den Punkt 1, falls man y = —1 ausschliefit).

Aufgabe 10: Maximum eines Ausdrucks

Bestimmen Sie das Maximum von |22 + 1| fiir z € C mit |z| = 1.
Losung: Sei z = cosf + isinf. Dann:

22+ 1 =cos20 +isin20 4+ 1 = (1 + cos 26) + isin 20

|22 + 1% = (1 4 cos 20)* + sin® 20 = 1 + 2 cos 20 + cos® 20 + sin® 20 = 2 + 2 cos 20

Maximum, wenn cos 20 = 1: |22 + 1|2 = 4, also |2? + 1| = 2.
Das Maximum ist 2, erreicht fiir z = £1.



Zusitzliche anspruchsvolle Aufgaben (ohne Lésungen)
Aufgabe 11

Losen Sie in C: 24+ 422 + 16 = 0.

Aufgabe 12

Bestimmen Sie alle z € C mit ‘ZH =2 und Im(z) > 0.

Aufgabe 13

Berechnen Sie: Y, ()" fiir n € N.

Aufgabe 14

z1t+z2

Gegeben 21,29 € C mit |z1| = |29] = 1 und 23 # 23. Zeigen Sie, dass reell ist und

bestimmen Sie seinen Wert.

Aufgabe 15

Finden Sie alle Mobiustransformationen f(z) =
Achse auf sich selbst abbilden.

az+b
cz+d

mit a,b,c,d € C, die die imaginére

Aufgabe 16

Betrachten Sie die Folge z, = (1 + %)n Zeigen Sie, dass (z,) konvergiert und bestimmen Sie
den Grenzwert.

Aufgabe 17

Losen Sie das System:

Aufgabe 18

Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f : C — C mit f(z)? = z fiir alle z € C.

Aufgabe 19
144

Berechnen Sie: lim,, (T)n und bestimmen Sie alle Haufungspunkte der Folge.



Aufgabe 20

Zeigen Sie: Fiir alle z € C mit |z| =1, z # 1, gilt: 12 ist rein imaginér.




