Ubungsblatt: Grenzwerte von Folgen

Ismail Gemaledin, Iusuf Gemaledin

Gelbste Aufgaben

Aufgabe 1: Direkte Grenzwertberechnung

2

— 2

Bestimme lim M
n—oo 202 + Tn — 1

Losung:
3 —-5m+2 . n(3-2+3%)
im —— =

n—oo 2n? 4+ Tn — 1 n—>oon2(2+%—#)

3_§+l

= lim n_n2

~3-0+0 3

240-0 2

Denkweise: Bei Briichen mit Polynomen immer hochste Potenz im Zéhler und Nenner
ausklammern.

Aufgabe 2: Sandwichsatz (EinschlieBungssatz)

cos(n?)

Zeige: lim =0.
n—oo n
Lésung: Wir wissen: —1 < cos(n?) < 1 fiir alle n.

cos(n?)

1
—— < <
n

S|

n

1 1
Da lim (——> =0 und lim — =0, folgt aus dem Sandwichsatz:

n—0o00 n n—oo N

2
lim cos(n?)

n—oo n

=0

Denkweise: Bei Termen mit beschréankten Funktionen (sin, cos, etc.) durch passende Folgen
einschlieflen.



Aufgabe 3: Konjugierte Multiplikation
Bestimme lim (vVn? + 3n —n).

n—oo
Losung:

/2 _ \/m2
Vvn?2+3n+n

_ (n®+3n)—n?
vn2+3n+n
B 3n
vn2+3n+n
- 3n
n(y1+2+1)
3 3 3

— =—
1+341 1+ 2
Denkweise: Bei Differenzen von Wurzeln immer konjugierte Multiplikation anwenden.

Aufgabe 4: Exponentialfolgen

3n

2
Untersuche lim (1 + —
n—oo n

Lésung: Substitution: m = 2, also n = 2m:

(o2 = e2) 03]

1 m
Da lim (1 + —> = e, folgt:

m—0o0 m

9 3n
lim (1 + —) = ¢
n—oo n

Denkweise: Auf bekannte Grenzwerte der Form (1 + 1/n)™ zuriickfiihren.

Aufgabe 5: Trigonometrische Folge mit Substitution

Berechne lim n - sin (z)

n—oo n
Loésung: Substitution: z = 2, also n = T. Fiir n — oo gilt  — 0*:

=n-1=m

. L/ R . sinz
lmn-sin({—) = lim —-sinz =7 - lim
n—00 n z—0t T z—0t+ X

Denkweise: Bei n - f(1/n) Substitution z = 1/n verwenden und bekannte Grenzwerte wie
SINE s 1 nutzen.

T



Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabe 6

39
Bestimme lim 5n—n—|—7
n—oo 3n3 +4n2 — 1

Losung:
.omP—2n+7 . b—Z+ % 5
lim ——r——— = lim —F—F =
n—oo 3n3 +4n? —1 n—ooo 3 ~ =3 3
Aufgabe 7
i 2
Zeige: Tim SR 2¢05()
n—oo

n
Losung: Da |sin(n)| < 1 und |cos(n)| < 1, gilt:

—3 <sin(n) + 2cos(n) < 3

3 < sin(n) + 2 cos(n)

IN

n n

3
n

Mit lim,, oo (£3/n) = 0 folgt die Behauptung aus dem Sandwichsatz.

Aufgabe 8
Berechne lim (vn? + 5n — v/n2 — 3n).
n—oo
Loésung:
Vn? +5n —+vn2 —3n
_ (n*45n) — (n* — 3n)
Vn2 +5n++vn?2—3n
_ 8n
vVn2 +5n +v/n? —3n
B 8n
n(1+2+/1-2)
B 8 8
ViR ERVIEE I
Aufgabe 9
1 2n
Bestimme lim (1 — —) .
n—00 3n

Losung: Substitution: m = 3n, also n = m/3:

2 -8 [

=4



Aufgabe 10

o V4An? +1

Berechne lim ————

n—o00 n + 3
Loésung:
1
Van? £ 1 ny/4+ 5 4+
lim ———— = lim ———— = lim

Aufgabe 11

.oon!
Untersuche lim —.
n—oo NN

Losung: Wir schitzen ab:

lim — =0
n—oo NN
Aufgabe 12
2n+1 n—1
Bestimme lim 3 .
Losung: Klammere 3" aus:
on+l 4 gn—1 3n (2 2 ”+l
lim il lim ( (23 7 3)
L)
= S
e (3)7 41
C0+5 1
S 0+1 3
Aufgabe 13

Berechne lim n

Tim (VS—Q.

Loésung: Substitution: x = 5 — 1, also /5 =1+ z. Dann:

b=1+z)"=hb=nln(l+2z)=n=

Inb5
Fiir n — oo gilt x — 0. Also:

In(1+ x)

lim n(/5— 1)

. Inb
= lim
n—oo

— 2 .z=In5-1
a0l +z) 0 250
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xr
—  _ —In5
z—0 111(1 + .13) i



Aufgabe 14

2
Untersuche lim M
n—00 ln( 3 —+ 2)
Losung:
In(n?+1 1 2(1+ 4
f 202D et (L 5))
n—oo In(n? +2)  n-ooln [n3 (1+ 3]
21 |
~ lim nn 4+ n( )
n—oo 3lnn + In ( )
2+ ln(}:nz) 2
= lim -
n—>oo ln(lJr%) 3
Aufgabe 15
n+3
Bestimme lim (n * 2) .
n—oo \ 1 — 1
Losung:
n—1 - n—1
3 n—1 3 4
=(1 -1
(+i5) ()
—et 1t =¢3
Aufgabe 16
2 2 DY 2
Berechne lim 1" +2 +3 tn .
n—o0 n
Losung: Mit der Formel Y, k* = w:
P42+ 4?2 nn+1)2n+1) . 203+
lim = lim = lim
00 n3 n—00 6m3 n—oo  6n3
Aufgabe 17
Untersuche lim /3™ 4+ 4n.

n—oo
Losung: Klammere 4" aus:

3 n
V3t +4r =4. ¢ 1+<Z_l> —4-V1+0=4



Aufgabe 18

. . arctan(n
Bestimme lim A
n—o00 n

Lésung: Da —7 < arctan(n) < 7 fiir alle n, gilt:
U arctan(n) T
2n n 2n

Mit lim,, o (£7/(2n)) = 0 folgt aus dem Sandwichsatz:

arctan(n) 0

n—00 n

Aufgabe 19
Berechne lim ( n+vn— \/ﬁ)
n—oo
Loésung:
/i — = (Vn+n—+/n)(v/n++vn+n)
Vn+vn+vn
_ Vn
Vn+n+n
B 1 Lo
1 1+1 2
1+ /n +1

Aufgabe 20
Untersuche nhjEO )

Losung: Fir n > 4 gilt:

n" n" 1 n" 1 1
“2n)! T n (n+1)---2n) — n!l n»  nl
Nach Sandwichsatz: lim,, o (2”—:), =0
Aufgabe 21
1\"
Bestimme lim <1 + —2) .
n—oo n

Losung: Da (1 + #)nz — e, folgt:

3 29 n
1\" 1\"
(1+E) = (1‘}‘?) ] — 00

Der Grenzwert existiert nicht (divergiert gegen 00).
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Aufgabe 22
Vnd3 +2n —n

Berechne lim ———.
n=oo \/n2+1—n

Losung: Zuerst Zahler und Nenner einzeln behandeln:
Zihler: Y+ 2n—n=n ({143 - 1)
2 .

Entwicklung: \3/1+x:1+§—%+~-- fir v = %

2 1 2 1
(g +0 () =m0 ()

Nenner: \/n2+1—n:ﬁ:%+0(nl3)

Also: )
2 1., 9 4
lim 2 = /3 ==
Aufgabe 23
~ sin (l) -1
Untersuche lim ——4——~m.
n— 00 3

Losung: Mit Taylor-Entwicklung: sinx =z — % + O(2P) fiir x = %

1 1 1 1
(Y11 (L
S (n) n 6n3 * (n5>

Aufgabe 24

Bestimme lim ﬂ
n—o00 (n') . 4n

Losung: Mit Stirling-Formel: n! ~ v/27mn (%)n

(2n)! Vor - 2n (2 )
(n!)? - 4n [ 2mn ( ]
V- (2712)2
2 - 4n

V 47m 22” -n2n

2t n2n.4n




Aufgabe 25

1 2
Berechne lim —4———|—---+ﬁ .
nsoo \ 2 | n2 n2
Loésung:
1 noo1< 1 nn+1) n+1 1
_ R .. = kL= —. — — —
n?+ 2 * +n2 n? — n? 2 2n 2
Aufgabe 26
L3+ 2

Untersuche lim .
n—00 on —1

Loésung:
1
L3n+ 2 n+2\n 1, 3n+2
\/ = =exp|—In
2n —1 2n —1 n 2n-—1

Da%ln%—)@-lm%zo, folgt:

Aufgabe 27
Bestimme lim M
n—o0o on —+ 1
Loésung:

() nts (DT +d) (-1l
2n+1 N n(2—|—%) N 2—|—%

Die Folge oszilliert zwischen Ndherung an % und —%, hat also keinen Grenzwert.

Aufgabe 28

Berechne lim M.
T2 —n
Lésung: Zihler: vt +5 — n? = ﬁ ~ 52
ilenner: Vn2+2—n= \/ﬁwl N%:%
so:

5

. 5.3 .
lim 2% =lim — =0
n—oo - n—oo 2N

Aufgabe 29

1

1\ n
Untersuche lim (—) .

n—oo \ N



Aufgabe 30

n 7

Bestimme lim fir 0 < b < a.

n—oo q™ + O™
Loésung: Klammere a™ aus:

i

)" 1-0
)”—>1+0_1

a1 (
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Zusammenfassung wichtiger Techniken
1. Ausklammern: Héchste Potenz bei Polynombriichen
2. Sandwichsatz: Bei beschrénkten Termen (trigonometrische Funktionen)
3. Konjugierte Multiplikation: Bei Differenzen von Wurzeln
4. Substitution: Um bekannte Grenzwerte zu erhalten
5. Exponential-/Logarithmus-Umformung: Bei Ausdriicken der Form f(n)J™
6. Taylor-Entwicklung: Fiir prazise Approximationen

7. Stirling-Formel: Bei Fakultéten fiir grofle n



