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Theoretische Grundlagen

Eine Folge ist eine Abbildung a : N — R (oder C), geschrieben als (a,,)nen-

Eine Reihe ist die Summe der Glieder einer Folge: Z G,
n=1
Wichtige Konzepte

e Grenzwert: lim a, = a
n—oo

e Hiufungspunkt: Wert, dem sich unendlich viele Folgenglieder nédhern

Supremum /Infimum: sup,, a,, inf, a,
e Limes superior/inferior: lim sup, lim inf

e Konvergenz: Existenz eines endlichen Grenzwerts

Monotonie: a,.1 > a, (wachsend), a,.+1 < a, (fallend)

GelGste Beispiele

Beispiel 1: Folge mit komplexer Basis

Aufgabe: Untersuchen Sie die Folge a,, = Re [(@)n]

Losung:
Schritt 1: Polarform bestimmen
3+ ‘
V3 i = cosz —i—isinz — ¢in/6
2 6 6
Somit: (—‘/‘5;” = /6

Schritt 2: Realteil extrahieren

(5)
a, = cos | —
6



Schritt 3: Erste Glieder berechnen

(7/6) = V/3/2 ~ 0.866
(/3>_1/2_05
ag = cos(m/2) =
a4:cos(2 /3 ):—1/2:—0.5

a; = cos(m
ay = cos(m

Schritt 4: Periodizitit erkennen Da cos periodisch mit Periode 27, aber n7/6 mod
27 Die Folge ist periodisch mit Periode 12.

Schritt 5: Hiaufungspunkte bestimmen Die Folge oszilliert zwischen Werten aus
{+1,+/3/2,41/2,0}. Da sie periodisch ist, hat sie keinen Grenzwert, aber alle auftre-
tenden Werte sind Haufungspunkte.

Schritt 6: Supremum und Infimum

supa, =1, infa, = —1

Beispiel 2: Gemischte rekursive Folge

Aufgabe: Sei 1 = 2 und z, = % <xn,1 + %) fiir n > 2. Zeigen Sie Konvergenz und

berechnen Sie den Grenzwert.
Losung:
Schritt 1: Vermutung fiir Grenzwert Wenn z,, — L, dann gilt im Grenzwert:

1 3
L=-(r+2
2 (147)
Multiplikation mit 2L: 2L? = L? + 3 = L? = 3 = L = /3 (positiv, da ; > 0).
Schritt 2: Monotonie zeigen Fiir 2 > 0 gilt: § (z 4+ 2) > V3 (AM-GM-Ungleichung).

Auflerdem: x,.1 — x, = % (xi - xn>
n

Fir z, > v3: 41 < z,, (fallend).

Fir z,, < V3: 2,41 > @, (steigend).
Schritt 3: Beschriinktheit Durch Induktion: z, > /3 fiir n > 2 (aus AM-GM).
Schritt 4: Konvergenz Monoton fallend und nach unten beschriankt = konvergent.
Schritt 5: Grenzwert Wie in Schritt 1: L = /3.

Beispiel 3: Teleskopreihe mit Logarithmus

. 1 - 1
Aufgabe: Berechnen Sie E In (1 + E) und bestimmen Sie g In (1 + E)
k=1 k=1

Losung:
Schritt 1: Logarithmus umformen

In (1+%) —In <%) —ln(k+1) —Ink



Schritt 2: Teleskopsumme

i[ln(k—i— 1) —Ink]=(In2—-Inl)+ (In3—-mn2)+---+ (In(n+1) —Inn)

=In(n+1)—Inl=In(n+1)
Schritt 3: Unendliche Reihe

- 1
Zln <1—{— —) = lim In(n + 1) = +o0
—~ k n—00

Die Reihe divergiert gegen +ooc.

Zusatzaufgaben (ohne Lésungen)

Aufgabe Z1

. . o 1 . n
Gegeben sei die Folge a,, = Re [(75(—1 + z)) }
Berechnen Sie aq, as, as, ay.

(a
(b

)

) Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte.
(c) Berechnen Sie limsup a,, und liminf a,.

)

(d) Ist die Folge konvergent?

Aufgabe Z2

Untersuchen Sie die rekursiv definierte Folge:
bi=1, by =/2+ b, fiirn> 1.
(a) Zeigen Sie durch Induktion: b, < 2 fiir alle n.
(b) Zeigen Sie Monotonie.

(c) Bestimmen Sie lim b,.
n—o0

Aufgabe Z3

Fiir welche ¢ € R konvergiert die Reihe

i ﬁ_qn—i-l )
n n+1)/)

n=2

Bestimmen Sie im Konvergenzfall die Summe.

3



Aufgabe Z4

Berechnen Sie die Partialsummen und untersuchen Sie Konvergenz:

1
2 k(k + 3)

00
k=1

Verwenden Sie Partialbruchzerlegung.

Aufgabe Z5

n? cos(nm/2)

Gegeben sei die Folge ¢, = =— 55

(a) Bestimmen Sie die Teilfolgen fiir n = 4k, n =4k + 1, n = 4k + 2, n = 4k + 3.
(b) Finden Sie alle Hiufungspunkte.

(c) Berechnen Sie limsup ¢, und liminf ¢,.

Aufgabe Z6

Untersuchen Sie Konvergenz und gegebenenfalls Summe:

Z 5n

n=0

Aufgabe Z7

Sei d; = % und d,, 1 = d,, — d? fiir n > 1.
(a) Zeigen Sie: 0 < d,, < 1 fur alle n.
(b) Zeigen Sie: d,, ist monoton fallend.

(c) Bestimmen Sie lim d,.
n—oo

(d) Berechnen Sie Z d2.

n=1

Wichtige Formeln und Satze

o Geometrische Reihe: Z qk =
k=0

1_qf1'ir lq] <1

=1
e Harmonische Reihe: E — divergiert
n
n=1
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e Monotoniekriterium: Monotone beschrénkte Folgen konvergieren

e Cauchy-Kriterium: Folge konvergiert < sie ist Cauchy-Folge

Losungshinweise

 umwandeln

1. Bei komplexen Folgen: Immer zuerst in Polarform re!
2. Bei Reihen: Auf Teleskopstruktur priifen (a,, = b, — b,11)
3. Bei rekursiven Folgen: Beschranktheit und Monotonie zeigen vor Grenzwertberechnung

4. Fiir lim sup/lim inf: Gréten/kleinsten Haufungspunkt bestimmen

5. Partialbruchzerlegung: m - % (% _ H;m)



